


运动的性质    ： 矢量性、瞬时性、相对性

物体运动图像：随质心的平动 + 绕质心的转动



运动函数(方程): 坐标系中各坐标随时间的变化函数：
                                   � = �(�),     � = �(�),    � = �(�)

运动轨迹：在直角坐标系 O-xyz 中，运动轨迹 
                    可由轨迹方程表示出来：

                        � = �(�, �),     � = �(�, �)  或   � = �(�, �)

t

y

t

x

运动的叠加原理：质点的实际运动可看作是几个彼此独立   
                               的分运动的叠加，其遵守矢量运算法则。
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一、运动的描述

第一部分   运动学基本概念

矢量性、瞬时性、相对性



质点的位置可用坐标（x, y, z )表示，也可用 �  表示。
矢径也称为 ，简称 。 

1.  位置矢量  �  
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位置矢量 � 
的性质:    矢量性： � 有大小，有方向。

相对性：相对不同坐标系质点在 P 点的位矢不同。

   瞬时性： �  是 t  的函数，可表示为 �(�) 。

� = � � + � � + ��矢径:
单位矢量：沿着 x、
y、z 轴方向、长度
为  1 的矢量，表示
为 �、 �、� 。
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A × B

矢量的基本运算法则

Ø  矢量加法:   � + B = C     

Ø  矢量减法:   � − A = B     
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平行四边形法则

�
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三角形
法则

Ø  矢量点乘:   A ∙ B = ������     

Ø  矢量叉乘:   A × B = ������
                     方向：右手螺旋法则
                         垂直于 A、B构成的平面    
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三角形法则

力矩  � =  r × F = ������

安培力 � =  �l × B 
                  = ������� = ���⊥

洛伦兹力 � =  �� × B = ���⊥

功 � = F ∙ ∆� = �∆�����



矢量的合成与分解

在直角坐标系 o-xyz 中：

� = �� � + �� � + ���
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� + B = (�� + ��) � +  �� + ��  � + (�� + ��)�

� − � = (�� − ��) � +  �� − ��  � + (�� − ��)�

� ∙ B = ���� + ���� + ����
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r          是矢量。r
,rr )()( trttrr 

                      路程(标量),sr s

    只有在            时，0t sr

2.   位移矢量 
t  时刻：       P1 点，位矢为 �(�) ， 
t+ t 时刻： P2 点，位矢为 �(� + ∆�) ，
有向线段 P1P2  (位移)  记为 ∆� ：  
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∆� = �(� + ∆�) − �(�) = ∆� � + ∆� � + ∆��



3.   速度矢量 平均速度:    � = ��
��
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 速度方向： 沿该时刻该位置轨道的切线方向并指向前进的一侧。

 速度的叠加原理：质点的速度是各分速度的矢量和。
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瞬时速度 � = ���
��→�
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Ø 一维情形(竖直上抛)：质点的位置 y 是时间 t 的函数，其对 t 求导可得质            
                                            点在 t 时刻的瞬时速度。
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的斜率 (tan )
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Ø 二维情形(平抛运动)：质点的位置 x 和 y 都是时间 t  的函数， 
                                           x 和 y 分别对 t 求导可得质点在  t  时刻
                                           的瞬时速度在 x 和 y 方向分量的大小。

微分问题：求瞬时变化率、结果等于切线的斜率
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4.  加速度矢量

平均加速度：  � = ��
��

Ø  加速度的定义
t 时刻：      质点的速度为 �(�)，
t+t 时刻：质点的速度为 �(� + ∆�)，
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       加速度的方向：t0 时速度增量 �� 的极限方向，

                                 此方向一般不同于速度 � 的方向。

瞬时加速度：  � = ���
��→�

��
��

=
��
��

速度增量：∆� = �(� + ∆�) − �(�)



Ø   直角坐标系中，加速度表达式

加速度的合成� = �� � + �� � + �� �
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加速度的方向： ,  ,   的求法同　。r
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瞬时
加速度  � =
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某时刻质点在x, y, z 方向上的瞬时加速度等于 �� - t, �� - t, ��– t 曲线在对应
时刻处切线的斜率。

Ø 二维情形 (斜抛运动)：抛体的 �� 和 �� 都是时间 t  的函数， �� 和 �� 分
别对 t 求导可得质点在  t  时刻的瞬时加速度在x 和 y 方向分量的大小。
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5.  总结：运动学的矢量及微分表示法

位置矢量 � = � � + � � + ��

位移矢量 �� = �� � + �� � + ��� x
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Ø  微分运算总结：求瞬间变化率问题

两个量间的函数变化关系(曲线)一定，其切线斜率的变化情况就

一定，即对该函数的微分可得确定值，这可由微分公式表查得。
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常见函数
的微分：
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二、几种典型的运动

运动学所要求解的两类典型问题：

　微分法：

　积分法：

� 微分微分已知
积分积分

已知

� 

�

�

� � 



Ø  积分运算：已知加速度 a， 求速度增量（直线运动）
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某时间段的速度增量等于a(t) 对t 
的积分，其大小等于相应 a - t 曲
线下的面积。
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积分运算总结：已知变化率函数求变化的问题；
                       元量引起的元物理量的 叠加问题。                        

函数随变量的变化关系(曲线)一定，其下面积就一定，即对该函
数的积分可得确定值，这可由积分公式表查得。
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常见函数的积分：
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Ø  速度方程 � =
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�� 与 � 的方向不一定相同　 �  为常矢量
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分量方程：
(直角坐标系)
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(1)  匀加速直线运动  � 为常矢量；                    �� = � 或 ��与 � 共线。

运动学公式： �� = �� + �� � = ��� +
�
���� ��

� − ��
� = ���

�� = �� � =
�
���� ��

� = ���

Ø  自由落体: 取 y 轴向下,  起点为坐标原点。 

Ø  竖直上抛: 取 y  轴向上,  上抛点为原点。 
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(2)  匀加速曲线运动（平抛、斜抛） 
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解法一：

x 轴：匀速

y 轴：竖直上抛
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解法二：

y 轴方向：求飞行时间 T

x 轴方向：射程 d

=
���

���� (� − �)��� (� − �) ���� −���� (� − �) ����
������

=
���

���� (� − �)����
������ =

��
�

�
��� (�� − �) +����

���� � �� − � =
�
�

x 轴：射程

y 轴：运动时间
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解法三：斜抛运动可以看作是初速度方向的匀速直线运动
              和竖直方向的自由落体运动的叠加。
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运动的分解：
Ø 分解方向(坐标轴)的选取应该具有物理意义；
Ø 分解时可考虑相对运动的速度变换的思想。

�地面系   =     ��    +     ��

自由落体参考系
相对于地面系的
速度

自由落体参考系
中物体运动的
恒定速度 ��

相对运动： �地面系 =  �′自由落体系 +    �自由落体系相对地



例：如图，高台上拖车以速度 u 运动，并通过缆绳牵动平地上的小车，使之沿地
面向右运动。求当绳与地面成 θ 角时，小车的速度。

Ø 判断实际运动方向为合速度方向

Ø 进行速度分解，分解方向原则上任意，但分运动或合运动应该与已知条件相联系；

Ø 通常分解到相互垂直方向上，此时分运动彼此独立，速度分量代表该方向的运动速度；
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�� ≠ �
�� − ������ = �
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������
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����
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�� = �����

Ø 如果分解方向没有彼此垂直，则速度分量不代表相应方向上的运动速度；
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错误
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线速度：质点作圆周运动的速率 �

2.  变加速度曲线运动  圆周运动

ω,
θ

R

xO


s

v

单位为弧/秒� = ���
��→�

��
��

=
��
��

角速度：如果质点在 t 时间内所转过的角度为 

线速度和角速度之间的关系：� = ��

Ø  圆周运动的速度



�� =
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　切向加速度 �� 　　 质点速率变化的快慢

　方向沿着切线方向

= �
��
��

= ��

方向指向圆心

　法向加速度 �� 　　质点速度方向的变化

�� =
��

�
= ���

角加速度
� =

��
��

O    x
na
(t)v

O    x

ta
(t)v

圆周运动的加速度 � = �� + ��



        ,0,0  tn aa 

                            ,0,0  tn aa 

                            ,0,0  tn aa 

                            ,0,0  tn aa 

                            ,0C,  tn aa 

v变速率曲线运动：    方向改变，大小改变

v匀速率曲线运动：    方向改变，大小不变。
匀速圆周运动。

v变速率直线运动：     方向不变，大小改变。

v匀速率直线运动：     方向不变，大小不变。

3   任意曲线运动（不同位置处的曲率中心及曲率半径不同）

运动轨道

曲率圆 曲率半径 �

方向指向曲率中心

方向沿切线方向�� =
��
��

�� =
��

�

� = �� + ��

��

�
��自

然
坐
标
系



例：以速度��，仰角α 抛出石块沿一抛物线轨道运动。如果一只小鸟以恒定的
速度 �� 沿同一轨道飞行。问小鸟飞到最大高度一半时具有多大的加速度。

� =
��

������
��解：石块的射高为

石块运动到 H/2 时的 x、y方向 速度分量分别为
�� = ������ ��

� = (������)� − �� ⋅
�
�

=
��

������
�

�� = ��
� + ��

� = ��
�  

�����
�

+ ����� ���� =
��

��
=

�
�

����

石块运动到 H/2 时的法向加速度为



��

H
��

�


�

=
��

�

�
 
�����

�
+ ����� � +���� �

=
��

� 
�����

�
+ ����� 

�
�

�����小鸟在此处的
加速度分量:

切向加速度 �� = �

法向加速度 �� =
��

�

�
=

�����

 
�����

�
+ ����� 

�
�

� =
��

�����
=

��
�

�����
 
�����

�
+ ����� 抛物线在此处

的曲率半径:

�n = ����� =
��

�



在不同惯性参照系, 对同一质点的运动进行描述。三、相对运动

设 t = 0 时，两坐标系原点重合，S 系相对 S 系平动速度为 �

在不同惯性参照系，加速度相同。

伽利略
速度变换

� = �′ + �

伽利略变换 � = �′ + ��

速度 � 恒定不变 � = �′

� �′

��
O

O

x

x

 y y
S 系

S 系

�
P

� = �′ + ��
� = �′
� = �′

 � 方向的
一维运动:

�� = ��
′ + �

�� = ��
′

 � 方向的
一维运动:

�� = ��
′

牛顿的相对性原理：在所
有惯性系中牛顿运动定律
具有相同的形式。



物体 1 和物体 2 在某参考系中的运动速度分别为 �� 和 ��，则     

Ø  物体 2 相对于物体 1 的速度为 ��− ��               
��

��

��− ��

1.   不同参考系的选取问题

Ø  不同惯性系(或坐标系)的选取: 方便问题解决

Ø  非惯性系：引入惯性力

Ø  质心参考系 (特殊非惯性系 )：随质心平动 + 绕质心转动

2.   相对速度问题

Ø  物体 1 相对于物体 2 的速度 为 ��− ��



传送带参考系下讨论：物体在与初始速度方向相反的摩
擦力的作用下作匀减速直线运动直至静止。

初始速率： �′ = ��
�+��

� � =− ��加速度：

运动路程： �′ =
�′�

��� =
��

�+��
�

���
�′∥ = �′ ⋅

��

�′ ， �′⊥ = �′ ⋅
��

�′

地面参考系：

水平位移： � = �� ⋅
�′

�� − �′// 垂直位移： � = �′⊥



�

�

���

例：达芬奇的手稿中描述了这样一个实验：一个罐子在空中沿水平直线向右做匀
加速运动，沿途连续漏出沙子。若不计空气阻力，则下列图中能反映空中沙子排
列的几何图形是？

罐子参考系：非惯性系，引入惯性力−��
��

���合沙子除受重力��作用，还受恒定惯性力��作用，合力
�合恒定，由于沙子初速度为 0，因此沙子做匀加速直线
运动，先后下落的沙子排列在一条直线上。

� = �′ + ��

� = �′

地面参考系：对 � 时刻空间中任意位置的沙子有 � = �′ + ��

�

时刻 �

�′

�′

�′ = �′�′

沙子排列
形状方程:

� = �′(� − ��)

为同斜率直线
�� = ��� +

�
�

���



相对运动: �杆 = �′P + �柱地地面参考系： 柱体参考系：

根据相对运
动的思想进
行速度合成

例：如图，一个半径为 R 的半圆柱体向右做加速度为 a 的匀加速运动。在半圆柱体上放置
一根竖直杆，此杆只能沿竖直方向运动，当半圆柱体的速度为 � 时，杆与半圆柱体的接触
点 P 和柱心的连线与竖直方向的夹角为 θ，求此时竖直杆运动的速率和加速度。

�杆

��
��

θ

�杆 =
��

����
=

��

����

�′�

�′� =
�′∥

����
=

�
����

�′∥ = �

�′⊥

θ

相对
运动：

�� = �′� − �����

�� = �′� + �����

=
�

����
− �����

= � + �����

�杆 = �����

�杆

�柱地

θ

�′P
= �′�

= �

�杆 =
��

����
=

��

���� �� = �′� + ����� =−
��

′�

�
+ ����� =

��

������
+ �����

�杆 =−
��

������
+ �����

��
′

�n
′

�t
′

运动分量利用相对
运动变换关系与已
知条件相关联

θ
�, �



【 38预-13 】 * *

相对运动+运动的合成和分解：相邻小朋友间相对速度可分解为连线方向分量 (用于缩短
距离) 和垂直于连线方向的分量 (导致追击速度方向的改变) 。

������°

������°

解：(1)方法1 (相对运动):  ��� 在 34 连线方向的分量：   ���∥ = � − ������° =
�
�

追上时间： � =
�

���∥
=

��
�

方法2(对称性)：追上时即到达中心点O，惯性系中小朋友在任意时刻指向中心O点方向
                             的速度分量为 ������° ，所用时间为：

�

������°

� =
�

������°
=

��
�

3 相对于 4 的速度 



微
元
法

���⊥ = ������° − � =
�
�

���� 在垂直于 34 连线方向的分量：

� = �� = � ∙
��
�

= ��
(2) 惯性系中，每个小朋友的速率 � 保持不变，
      追上前面小朋友所跑的路程为：   

  t    时刻： 3 的运动速度 �� 指向 4；

t+t 时刻：3、4 相距 � − �
�
∆�， 4 沿垂直于连线方向运动了距离 ���⊥∆� = �

�
�∆� 

3 的速度始终朝向 4，∆�� = ��+∆� − �� ∆�� = � ∙
�
� � ∆�

� − �
�∆�

������°

������°

(3) 由于每个小朋友的速率 � 保持不变，其 切向加速度 �� = �
     由于每个小朋友的速度方向不断改变，  法向加速度 �� ≠ �

�� =
∆��

∆�
=

���

��3 的法向加速度为： 所求加速度为： � = ��
� + ��

� =
���

��

���
�

�
�

�∆� 
��+∆� ∆��

� − �
�
∆� 

��+∆� = �� = �

=
���

��
∆�(� +

�
��

∆�) ≈
���

��
∆�

自
然
坐
标
系



� 恒定

合加速度： � = ��
� + ��

� =
���

��

速度矢量：   � =
��
��

�� + �
���

�� ��

��

�

�

���

�� =−
��
�� ��

���

�� =
��
�� �� = ���

� =
��
��

�� + �
��
��

��

极坐标系

加速度矢量：   � =  
���
���

− � 
��
��

 
�

 �� +  �
���
���

+ ��
��
��

��
��

 ��

��

��

�
�

�
� � 

�
��°

�
�� 

(3)    由题意有： �� =
��
��

=−
�
�

� �� = �
��
��

=
�
�

�
��
��

=
��
��

���
���

=
�
��

 
��
��

 = �
���
���

=
�
��

 
��
��

 =
�
��

 
��
��

 

=−
��

���
��
��

=
���

����� = � − � 
��
��

 
�

=−
���

��

�� = �
���

��� + ��  −
�
�

� 
��
��

=−
���

��

质点位置 (�, �)矢量：   � = ���



� =
��
��

=
�(��)

��
� =

��
��

=
�(��)

��

第二部分   质点动力学



            静力学平衡条件

Ø 物体在任意方向上所受的合外力一定为 0 
(对于平面力系，两个互相垂直的方向可
列两个独立的力平衡方程)。

Ø 物体所受所有外力相对任意一点的力矩一
定为 0 (可列一个独立的力矩平衡方程)。

  

 
�

�� = �

 
�

�� = �

一、静力学问题



答案：B【 31预- 5】 *

��

�



【 28北京力学决- 5】** F

� + �� = �� + ��竖直方向力平衡：

��
��

��

��

��

水平方向力平衡： �� = ��

对中轴 O力矩平衡： �� = (�� + ��) ⋅ �

�� =
�
��� �� =

�
���

. mg27
. R06

临界平衡：A、B 两点处的静摩擦力
                    同时达到最大。

三个未知量： 
��、 �� 和 d，
列三个方程可
解。



F

��

��

��

��

�� = ����� �� = �����

临界平衡问题：若刚体上有两处同时受到摩擦力，且两处会同步开始滑动时， 
                            两点处的静摩擦力将同时达到最大。

��

��

���� =
�
�

共点力系可简化为一个合力：在存在摩擦力
和正压力 (约束反力) 的情形，其合力 (全反
力 R) 与法线之间的夹角为 ，则

����� =
��

� = ��
临界平衡:  当摩擦力变为最大静摩擦力时，其
合力 (与法线之间的夹角最大，为 m)，则

m 被称为摩擦角，物体平衡不滑的条件为：    m

通常情况下，在到达临界平衡前，摩擦力和
正压力间的关系不能确定，因此 N 和 f 都是
未知量，物体的受力情况将难于求解。

��



x m

���
��

�
思路：求解临界平衡下重物的位置 xm，板
两端同时达到最大摩擦力，所给  为摩擦
角，即摩擦力和支持力的合力（设为F1和
F1 ）与法线的夹角，tan 为静摩擦系数。

未知量：F1、F2 和 xm，列三个方程可解。

【 28北京力学决- 10】**  



�� = ��
��� (� − �)
��� (� + �) �� =

����

���� (� − �)

����� − �����
����� + �����

⋅
��

�
+

��

�
= � �� =

�
�
 � +

�����
�����

 

达到最大摩擦力前都会处于平衡状态，此
时摩擦力和支持力的合力与法线的夹角一
定小于，考虑对称性，平衡位置为

�
�
 � −

�����
�����

 ≤ � ≤
�
�
 � +

�����
�����

 

解法一：考虑力平衡和力矩平衡

对左端
力矩平衡：�� ⋅ ����  

�
�

− � + � = ����

x m

�
� − � − �

�
� − � + �

��
�

��
�

水平/竖直
力平衡：

�����  
�
�

− � − � = �����  
�
�

− � + � 

�����  
�
�

− � − � + �����  
�
�

− � + � = ��



xm

�
� − � − �

�
� − � + �

��� ���

解法二：三力平衡共点定理 平面上不平行的三力作用于刚体上，刚
体平衡时，此三力必共点。

O设三力延长线交汇于图中 O 点。

�� ���  
�
�

− � − � = (� − ��) ⋅ ���  
�
�

− � + � 

�� =
����  

�
�

− � + � 

���  
�
�

− � + � +���  
�
�

− � − � 

=
�

� + ��� (� − �)��� (� + �)
��� (� − �)��� (� + �)

=
�
�
 � +

�����
�����

 =
����� + �����

�����
�
�

�
�
 � −

�����
�����

 ≤ � ≤
�
�
 � +

�����
�����

 

平衡位置：



解法一(力平衡、力矩平衡)：支持力垂直于接触面

例：长度为 2R 的光滑匀质棒静止于半径为 R 的半球面光滑碗内，求平衡时棒
与水平面的夹角  应满足的关系。

�� =
��
�

�� =
��
�

����
�����

��
�

����
�����

����� +
��
�

���� = ��

���������� + ������ − ����
������ − �

= �
����

������ − �
= �

������ − ���� − � = �

R2




��

��

��

�
2
 �

��

�
������� = �����  

�
�

− � 

������� + �����  
�
�

− � = ��

�� ⋅ ������ = �� ⋅ �����



������� = �����

� ������ − � = ����

������ − ���� − � = �

���� =
� + � + ��

� = �. ���

解法三 (力矢量叠加)： N1、N2 的大小可通过矢量叠加的三角形法则求得，将
三个力首尾相接构成一个三角形，由正弦定理

��

��

��



2
2
 

��

���� =
��

���  
�
� − �� 

=
��

���  
�
� − � 

��、��

R2



�



��

��

��

� 2
 

�

��

解法二(三力平衡共点定理)： ��、��和 �� 三力延长线将交汇于图中 � 点。



二、动力学方程  瞬时性问题

质点动力学
的基本方程：

� =  
�

�� =
��
�� =

�(��)
��

� ≪ � 时
质量不变： � = �

��
�� = ��

直
角
坐
标
系

 
�

��� = ��� = �
��
��

 
�

��� = ��� = �
��
��

 
�

��� = ��� = �
��
��

自
然
坐
标
系

 
�

��� = ��� = �
��
��

 
�

��� = ��� = �
��

�

 分量形式：

Ø 连接体问题   隔离物体法
Ø 变力问题  微积分
Ø 连续质量变化问题  微元法1.   牛顿第二定律



答案：B

要点：作图，角度不同，摆线拉力在斜面上的投影方向不同。

【 26北京力学预- 6】 * *

������ − � = ��滑块：

摆球： ������ − ���� (� − ∠����) = ��


T



【 38预-11 】*

方法：隔离物体法 +  沿斜面下滑的牵连条件 (相对运动）

物块 a： �� − �� = ���

物块 b： �� + �� − ������ = ���⊥

������ = ���∥
物块 c： ������ = ���

牵连关系： �� = ��⊥ ���� =
��⊥

��∥ + ��

��� − ������ = ����⊥

���∥���� = ��⊥����

�� − ��∥���� = ���⊥

��

��

��
��

�� ��

��

��

�� ��

��

求解



t 时刻：       火箭质量 m (包含即将喷出的m )，速度为 �；

t +t 时刻： m 喷出，相对于火箭速度为 u，相对于地面速度为� − �，

                      m 所受火箭的推力为F，由牛顿第二定律

� = ��
(� − �) − v

��
=− ��

此绝对值为喷出 m 给火箭的推力的大小，为常量。

=−
��
��

⋅ �



2.  转动形式的牛顿第二定律 (转动定理)
Ø 考虑由轻质细杆连接的小球 m 绕着杆的另一端的垂直轴做圆周运动

角加速度 � =
��
��� =

��
��角量： 角速度

�� =
��
��　切向加速度 　　 �� =

��

�
线量： 　法向加速度　　

线量与角量之间的关系： �� = �
��
�� = ��� = �� �� = ���

�� = ���

O    x

��
��

�
��

��� = ������ = ���
转动
动力学：

� = ���转动惯量：

力矩：� = ���
转动
定理： � = ��

� = �� + α t

� − �� = ω t +
�
� α t�

�� − ��
� = ��(� − ��)

匀加速转动 (� =恒量)



2.  转动形式的牛顿第二定律 (转动定理)
Ø 考虑由轻质细杆连接的2个小球绕着杆的另一端的垂直轴做圆周运动

O    x

��

��

��
��

�  �两小球绕圆心轴转动的角速度相等，角加速度相等
　 �� :　　�� = ���

　 �� :　　�� = ���

 
�

�� = �� � = ����
� + ����

�

� =  
�=�

�

����
�

杆上N个质点

连续质量分布
杆的转动惯量

� =  
�→∞

∆����
� =  �� ��

刚体定轴转动定理：刚体绕定轴转动
的角加速度与所受的对轴的合外力矩
成正比，与对轴的转动惯量成反比。

 
�

��� = ��� 物体运动图像：
随质心的平动 + 绕质心的转动

随质心的平动

绕质心的转动

�� = ����
�

�� = ����
�

转动
惯量

定轴转动：1个
运动自由度

     (位置角 )



三、非惯性系

 引入惯性力

�∗ =− ���

Ø 惯性力的性质与重力相似，� � + (− ��) 可视为等效重力，在旋转
参考系中，惯性离心力����与有心力性质相似，均可引入惯性力势
能的概念；

动力学方程变为：  
�

�� + (−���) = ��

 相对于惯性系以加速度��运动，牛顿运动定律在其中不成立。

 分量形式：  
�

��� + (−����) = ���

Ø 变换到非惯性系进行讨论，可能使问题简化；

Ø 特殊的非惯性系 质心参考系：惯性力的作用效果被抵消，牛顿运动
定律及其推理的原有形式在其中成立。



【 40预-8 】 * *

方法一：车厢参考系 为非惯性系，引入惯性力mg/2

考虑同体积空气球 (想象存在)，无需绳拉静止于空气中，三力平衡

��
�

��

�浮力
�

方向为 � = ������
�
�

再考虑氦气球，其所受空气浮力的大小和方向不变，氦气球的重力和非惯性
力等比例减小，其合力(等效重力)仍然与竖直线夹�角，与浮力方向相反，所
以平衡时绳拉力也要沿着该方向，所以绳前倾与竖直线夹角为�。

�浮力 = � �� + (
�
�

)� =
���
�浮力为

思考：为什么车厢中空气浮力指向斜上方



方法二：地面系

由于其跟随车厢做加速度为 �
�
 的加速运动，

因此有

考虑静止在空中的同体积的空气球，受力分析如下：

a

��

�浮力�

再考虑氦气球，其所受空气浮力的大小和方向与空气球的一样，由于氦气球
质量比空气球质量小得多，所以如果没有绳拉着，此时其受力如下：

�浮力���� = �
�
�

�浮力���� = ��

�浮力 =
���
�

� = ������
�
�

注意：这里 m 为空气球的质量

a
�′�

�浮力
�

T

�浮力���� − �� = �′
�
�

�浮力���� − �� − �′� = �

�� = �浮力���� − �′
�
�

�� = �浮力���� − �′�

所以拉力与浮力方向相反，即与竖直线夹�角且前倾。

��

��
=

�
�



小球 a：绕悬挂点(静止不动)做半径为 �� 速率为� 的圆周运动

小球 b：相对于小球 a 做半径为� 速率为 �� (方向向左)的圆周运动

�� − �� − �� =
���

�地面参考系 ：

小球 a 参考系(非惯性系)：�� − �� − �� −  ��� =
�(��)�

�

��

��

��

��
��

��

��

��下面小球相对于上面小球做圆周运动，从上到下分别在随上面小球运动的参考系(非惯性
系，引入惯性力)中分析下面小球的运动状况，求解关键是上面小球相对于地面参考系运
动的加速度�，相应惯性力为 �∗ =− ��。

 �� =
���

�小球 a对地加速度

 �� =  ��� +  ��   
      

=
�(��)�

�
+

���

�

小球 b 对地加速度

小球 c：相对于小球 b 做半径为� 速率为 � (方向向右)的圆周运动

小球 b 参考系(非惯性系)：�� − �� −  ��� =
���

�
�� = �� +

����

�解得 ： �� = ��� +
�����

�
�� = ��� +

�����

�
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四、 力/力矩的时间或空间的积累效果

Ø   力的时间累积效应:     冲量、动量定理

Ø   力的空间累积效应:     功、    动能定理

Ø   力矩的时间累积效应:  冲量矩、角动量定理

 运动状态 (动量、动能、角动量) 的改变 � =
��
��

��� = ��

� ∙ �� =
��
�� ∙ ��

� × � = � ×
��
��

Ø   力矩的空间累积效应:  力矩的功、动能定理



 
��

��
��� =  

��

��

�� = �� − ����� = ��

1.  力的时间积累效果  冲量  动量定理

动量定理：在一段时间内质点所受合外力的冲量
等于在同一时间内质点的动量的增量。

� =
 ��

�� ���
�� − ��

=
��� − ���

�� − ��

平均冲力：

碰撞问题：
作用时间
极短，冲
力却很大

冲量 �

=  
��

��
���  

�� = �
∆��

∆�
��∆� = �∆�� = ∆(���) ��= ��∆�冲量:

质点所受合力在 � 方向分量的冲量等于质点� 方向动量的增量。

� =
��
��



设脚登墙时间为��，登墙过程忽略人体重力，由动量定理:
��� = ���� = �������水平方向：

人登墙后竖直向上的速度和高度：

竖直方向： ���� = ����

��
′ = �� + ���

登墙前的速度
和高度： �� = ������

��

������
−

�
�
�(

��

������
)�

�� = ������ �� = ������ − �
��

������

= ������ − �
��

������
+ ������� �� =

��
′�

��

求极值

� = �� + ��总高度：

例：特警战士距墙��，以速度 �� 起跳，再用脚蹬墙面一次，身体变为竖直向
上的运动以继续升高，墙与鞋底之间的静摩擦因数为 �。求能使人体重心有最
大总升高的起跳角 �。【26北京力学决-8】** 

��

��

�



【 39预-14 】 *

（1）由 v - t 曲线下面积可求出 x 和 y 方向位移，即物块A的位置

� =
�
�

∙ � ∙ �� + �� ∙ � + � = ����� � =
�
�

∙ � ∙ �� + �� ∙ �� = �����

 0-10s区间： �� = ���，直线运动，与x 轴夹角�不变，                               ���� = ��

��
� + ��

�
= �

�

 10-15s区间：物体 x 方向做匀减速运动并回到10s时位置，速度与10s时等大反向， y 方向
做匀速运动，合运动类似竖直轴为 x 轴的上抛运动，考虑对称性，前后半段
相同 x 处物体运动方向与x 轴夹角分别为�和� − �，有���(� − �)  =− ����

�

�

���

2��

���

�
� − �



车厢参考系：为非惯性系，引入惯性力�惯 =− ��′(�′为地面参考系中车厢的加速
度)，考虑 x 方向运动，物体受惯性力�惯� =− ���

′ 和摩擦力�� =− ������� (�
为任意时刻运动方向与 x 轴方向的夹角)，则

−���
′ − ������� = ��� ��

′ =− �� − ������

地面参考系：车厢所受合力在�′方向分量为 ��
′ = ���

′ =− �(�� + ������)

整个过程其冲量为 ��′ =  
�

���
��

′ ��

 �
���  ���� =  �

��� ���
��

�� =  �
−�.��/� ��� =− �. ��/� 其中

 �
��� �������� =  �

��� �� �
�
�� +  ���

��� �������� 

��′

=− � 
�

���
 (�� + ������)��

=  �
��� �� �

�
�� +  ���

��.�� �������� +  ��.��
��� �����(� − �)�� 

= �×�.�×��
�

× �� + � 

�

�

���

2��

���

�
� − �



2.   力的空间积累效果  功 动能定理

��∆� = �
∆��

∆� ∆� ��� =
�
�����

� −
�
�����

�= �(��� − ���) 
��� + ���

�

��
��∆�

��恒力
�

功 ��� =  
�

�
� ⋅ ��

=  ����� ��  

��� = ��∆�功�� = �
∆��

∆�
恒力

�� ��∆��

��� 变力���� = ���
∆��→�

 
�

���∆�� =  
��

��
����变力

��� =
�
����

� −
�
����

�动能定理
合外力对质点所做的功等于
质点动能的增量



3.  力矩的时间累积效应:  冲量矩、角动量定理

力矩、角动量一定是相对于惯性系中一固定点定义的

Ø 角动量矢量

�
= � × �

动量为 � 的质点对惯性系中一固定点的角动量:

� = �������大小： 方向：右手螺旋法
作圆周运动的质点对圆心的角动量  � = ���

方向：右手螺旋法� = ������ = � ⋅ �⊥大小：

Ø 力矩

�
= � × �

力 � 相对惯性系中一固定点的力矩: 

�

�o
��

�⊥

  O �
m

�

�
�

�⊥



Ø  角动量定理

 
��

��
� �� =  

��

��

 ��

=  �� − ��

质点角动量定理：质点对某一点
的角动量随时间的变化率等于质
点所受合外力对同一点的力矩。

� =
��
��

Ø  角动量守恒定律
惯性系中质点相对于某一固定点所受合外力
矩为零，则对该固定点的角动量保持不变。

��
�� = �当 � = � 时，  � =常矢量

冲量矩

O    x

��
��

�
��

��� = ��
��
��

��� =
�(� ∙ ��)

��
� =

��
��对圆心：

�� = ���考虑小球 m 
做圆周运动:

小球 m 做定轴转动：� = � ∙ �� = � ∙ ��� = ���� = ��
��
�� = �

��
�� = ��

应用：定轴转动定理 � = �� 转动
惯量

� =  
�→∞

∆����
� =  �� ��

= � ×
��
�� + � × ��= � × � = �

��
�� =

�
��

(� × �) = � ×
��
�� +

��
�� ×

�
一般
情况:



第三部分   质点系动力学

一、质点系的动量定理

质点系总动量的变化仅决定于系统所受的外力，与系统的内力无关。
即只有外力的冲量才能改变整个质点组动量，内力冲量虽然可以使个
别质点的动量改变，但不能改变整个质点组的总动量。

两质点 m1 , m2 
组成的系统 : 1f



2f


2f


2f


m1 m2

上面二式相加 (�� + ��)�� = �(�� + ��)

m1:

m2:

�� + �� =
���

��

�� + �� =
���

��
外力：
��,  ��

内力：
��,  �� 

�� =− ��

 
��

��
��� = �� − ��

质点系的
动量定理

质点系
总动量

� =  
�

�� =  
�

����



例：管子的弯头一端与水平成 α 角，另一端水平。管内流体单位时间内流过的
液体体积 (体积流量)为 Q，流量恒定，流体的密度为，管子进口的截面为S1,
液体流入速度为1，出口的截面为S2,液体流出速度为2，不计流体自重。求管壁
给流体的作用力。

t  时刻：考虑跨过弯管的一段流体 ABCD

t +t 时刻：该流体往前流动到了 abcd 处

这相当于�� 时间内，流体元��Abba 段流到了 CDdc 段处。

A

D

C
B

a

b

d

c
�� ��

由动量定理: � ⋅ �� = ��(�� − ��) �� = ����

� = ��(�� − ��) �� = ��(�� − ������)

�� = �� � − (− ������) 

连续质量运动问题：考虑对象为质点系、采用微元法



例：质量分布均匀，不可伸长的长为�、线密度为�的柔软绳子竖直悬挂，下端正好碰地。绳子从静止
开始下落，试证明在下落过程中，地面所受压力等于已落地的绳子重量的三倍。

 t + dt 时刻：长为���的一段绳元落到地面，其质量为 �� = ����

忽略二阶小 �� ∙ �� (即忽略绳元 dm 的重力冲量)： �� =
�� ∙ �

��
地面所受压力： � = �� + �� = ���(� − �) + ��(� − �) = ���(� − �)

l
y

y

地面所受压力等于该时间内刚落地绳元��对地的压力和已落地长为� − � 
的绳段对地的压力之和，设地面对它们的反作用力分别为��和�� 。

        t 时刻：尚未落地部分绳长为 y，其下落速度为：� = ��(� − �)

= ��� = ���(� − �)

��

��

方法一 (隔离物体法、微元法)： t  t + dt 时间内地面对各绳段的作用力

(�� − �� ∙ �)�� = � − (−�� ∙ �)对绳元��应用动量定理：

= ��� − ��
��
��

− ��
��
��

= ��� + ��� − ���

以绳整体为对象应用质点系动量定理：(� − ��)�� = �(��)方法二 (整体法、微积分):
(� − ���)�� = � (�(� − �) ∙ � + �� ∙ (−�) 

= ���(� − �)� = ��� −
�(���)

��

地面对绳
的支持力：



例：线密度为  的匀质细绳盘绕于光滑水平桌面上，施于绳一端力�使绳沿着水平方向以
恒定加速度 � 或恒定速度 � 逐渐被拉直，求绳拉直长度为 l 时力 � 的大小及其所做的功。

施于绳
端的力：� =

�(���)
��

= ��
��
��

+ ��
��
��

= ��� + ���

恒定加速度 �  ：�� = ���

恒定速度 �： � = � � = ��� 拉力 � 恒定

� = ���� 拉力� ∝ �

盘绕软绳拉直问题的推论：

① 当外力 � 与拉直长度 � 成正比 ，即� = �� 时，
      绳将以恒定加速度 � 被拉直：

② 当外力 � 恒定时，绳将以恒定速率 � 被拉直：

�� = ����

� = ���

以拉直的长度为 � 的绳为研究
对象，由质点系动量定理：

��� = �(���)方法一 (整体法、微积分):

力�做的功： � =  
�

�
���

� =  
�

�
������ =

�
�

���� =
�
�

���

� = �� = ���� = ��� � >
�
�

��� − �

不能利用动能定理计
算拉力�做的功，因为
绳在被拉直开始运动
过程中存在能量损失。

� = ��

F�/�

l



例：线密度为  的匀质细绳盘绕于光滑水平桌面上，施于绳一端力�使绳沿着水平方向以
恒定加速度 � 或恒定速度 � 逐渐被拉直，求绳拉直长度为 l 时力 � 的大小。
方法二 (隔离物体法、微元法)：

小绳元 ��：速度 � → � + ��，受力��，动量定理： ���� = �� ∙ (� + ��)

�� = ���� = �����

Ø 恒定速度� 运动： � = � �� = ���

≈ �
��
��

� → � + ��：开始运动小绳元 �� = ���
                      已在运动的绳段 � = ��

F�/�

l
��

�� =
�� ∙ (� + ��)

��
= �

�����
��

= ���

�� =
�� ∙ �

��
= ���

Ø 恒定加速度 �  运动：� = �� � =
�
�

���

= ����

已运动的绳段 � ：速度� → � + ��，受力��，动量定理：���� = ��� �� =
���
��

= ���

绳端合力为： � = �� + �� = ����

小绳元 ��：速度 � → �，受力��，由动量定理：���� = �� ∙ �

已运动的绳段 � ：速度不变，受力�� = �

绳端合力为： � = �� + �� = ���

拉力 � 的冲量可看作是用于 
(1) 使静止小绳元 �� = ��� 改变动量 
(2) 使已在运动的绳段� = �� 的改变动量。

� =
�(��)

��
= �

��
��

+ �
��
��
����



例：一长为 L，质量为 m 的匀质细绳(质量线密度为�)团放在光滑桌面边沿，一端正好从桌
面边沿开始滑落，忽略摩擦，求到绳另一端正好滑离桌面所用的时间和绳此时的速度。

��� =
�(���)

��
= ��

�(��)
��

= �
�(��)
��

��
�� ����� = (��)�(��)  

�

�
����� =  

�

��
(��)�(��)

�
�
��� =

�
�
���� � =

�
�

��

����� = �(���)方法一 (整体法，微积分)： 对滑落绳段 � 应用动量定理：

� =
��
��

=
�
�

��

��

�
�

��

= ��  
�

� ��

�
�

��
=  

�

�
��

� =
��
�

��� 
l

重力 �� = ��� ∝ �，绳以恒定加速度�做滑落桌面的运动： ��� = ���� � =
�
�

�

整段绳滑离桌面的时间为 �： � =
�
�

���

方法二 (类比法)： 可与水平方向拉绳结果相类比，绳在滑落绳的重力 ��� 作用下运动

=
�
�
�
�

�� � = �
��
��

�� − � = ���整段绳滑离桌面时的速度 �： � =
�
���

� =
�
�

�
�

�� � =
�
�

� � = ��

绳以�
�
�的加速度匀加速滑落桌面

不能用机械能守恒，
因为绳在拉直的过程
中存在能量损失！

�
�

���� = ���
�
�

� = ��

错
误



例：一长为 L，质量为 m 的匀质细绳(质量线密度为�)拉直了放于光滑桌面下，绳的放置方
向垂直于桌边沿，绳的一端正好位于桌面边沿并恰好开始滑落，忽略摩擦，求绳另一端正
好滑离桌面时的速度。

��� =
�(���)

��
= ���

��
��= ��

��
��

��
��

���� = ����

�
�
��� =

�
�

���
� �� =

��

�
�

����� = �(���)方法一 (整体法，微积分)： 对滑落绳段 � 应用动量定理：

方法二 (机械能守恒)： 滑落过程中仅重力做功，机械能守恒：

��� 

l

�
�

���� = ���
�
�

� = ��

绳不存在拉直的过程，
过程中没有能量损失！

 
�

�
���� =  

�

��

����下落段绳长度为 � 时

绳另一端正好滑离桌面时的速度为 �� =
��

�
� = ��



动量守恒定律

由质点系的动量定理  
��

��
���  = �� − ��

当合外力 � = � 时，� = 常矢量，即 �� = ��

ü 当外力与内力相比小很多(如爆炸过程)，仍可忽略外力应用动量守恒;

ü 合外力某方向分量为零，该方向动量守恒，如当   ��� = �，则 ��� =常数;

ü 只适用于惯性系;

ü 比牛顿定律更普遍的基本定律，适用于宏观和微观、低速和高速领域。

其中 �� =  
�

��� =  
�

�����

�� =  
�

��� =  
�

�����

质点系动量守恒定律：若系统所受合外力为零，
                                  则系统的总动量保持不变。



m1 m2

动量守恒： ����� + ����� = ����� + �����

动能守恒：

碰前两物体彼此接近的速度等于
碰后两物体彼此离开的速度。

��� − ��� =− (��� − ���)

+应用：完全弹性碰撞：一维正碰

�
�

�����
� +

�
�

�����
� =

�
�

�����
� +

�
�

�����
�



【 40预-11 】 *

要点：典型的碰撞问题，根据动量守恒+约束条件+相对运动列方程求解。

动量守恒：系统不受外力的方向((1)2球; (2)3球) 动量守恒(可考虑水平或小球连线
                    方向)，单球在绳拉直瞬间在垂直于绳的方向上动量守恒；
约束条件：用不可伸长的轻绳拉直连接的两球沿绳方向速度分量相同；
相对运动：由不可伸长的绳拉直连接的两球间的相对运动为圆周运动。



∥

⊥

�

方法二： ∥-⊥方向

方法一：x-y 方向

���

��
���

���� = �

m��� + m������ = m��A、B系统
动量守恒： m��� + m������ = �

A、B约束条件： ������� + ������� = ��

��� = ��
� + �����

�
��� =− ��

��������
� �� = ��

����
�

�� =
��

�
 (� + �����)�  − ���������  �� =

��

�
 ������  + ���������  

��
��⊥ 

��∥ 

��

解：(1)   
方法一

方法二 A、B系统
动量守恒：

m��∥ + m�� = m�� ����
m��⊥ = m������

A、B约束条件：��∥ = ��

�� = ��
����

���∥ = ��
����

�
��⊥ = ������

�∥ = �����  + �����  �⊥ = �����  − ����� 

x-y 坐标系中的矢量表达式



(2)   ��� + ��� + �� = ��A、B和C系
统动量守恒： ��� + ��� = �

B、C 约束条件： ��� = ��
���

��
���

����

A相对于B的速度
���垂直于连线：

(��� − ���)���� 
        +  ��� − ��� ���� = �

垂直于AB连线
方向A动量守恒：

������� − ������� = �� ����

���� =
�
�

���� =
�
�

联立求解得： �� =
��
����� −

�
����

�� =
�
����� +

�
����

�� =
�
�����



【 40预-12 】 *

� =
�� − ��

��� − ���
恢复系数：

A与地碰撞： ��� = −��

A与B碰撞： ��� = ��� ��� = −�� 由动量守恒 ����� − ���� = ���� + ����

A、B在碰撞前具有速度 �� = ����

� =
�� − ��

��� + ��
，由 (�� + �)�� = �� − ��得

由大地看作不动， � =
� − ��

−�� − �
， �� = ���得

解得 �� =
�� + �� − ��

��
�� + ��

��

��=  
 (� + �)���

�� + ��
− � ��

得 � = (
�
��

+ �)
�� + ��

��
− �

�� = ���代入 �� = ����

方法一：地面参考系



B与C
碰撞：��� =  

 (� + �)���

�� + ��
− � ��

��� = −��

由动量守恒 ����� − ���� = ���� + ����

� =
�� − ��

��� + ��
，由 �(��� + ��) = �� − ��得

解得 �� =  
 (� + �)�����

(�� + ��)(�� + ��)
− � ��

考虑C与D碰
撞，同理有：�� =  

 (� + �)�������

(�� + ��)(�� + ��)(�� + ��)
− � ��

�� = ���代入 得 � =
�

(
�
��

+ �)
(�� + ��)(�� + ��)(�� + ��)

������
− ��� = ����

4个小球在碰
前均具有速度
�� = ����



4个小球在碰
前均具有速度
�� = ����

方法二 (随球以速度��下落的参考系)：4 个小球的碰前速度均为 0

� =
�� − ��

�� − �

� =
�� − ��

��� − �
����� + � = ���� + ����

A与B碰撞： �� 为A与B碰撞的初速度 ��� =
(� + �)��

�� + ��
��

�� =
(� + �)��

�� + ��
��

�� =
(� + �)��

�� + ��
��� =

 (� + �)�����

(�� + ��)(�� + ��)
��

以此类推，小球D
碰后速度为： �� =

 (� + �)���������

(�� + ��)(�� + ��)(�� + ��)(�� + ��)
��

考虑到地球 �� ≫ ��，有 ��
��+��

≈ �，�� =
 (� + �)�������

 (�� + ��)(�� + ��)(�� + ��)
��

在该参考系地球以速度��向上运动，
所以小球D相对于地面的速度为 �� = �� − �� =  

 (� + �)�������

 (�� + ��)(�� + ��)(�� + ��)
− � ��

�

A与地碰撞： ���� + � = ���� + ����

(地球质量��，向上运动速度��
地球和球A碰后速度分别��和��) 

合理选取参照系
会给问题处理带
来简化，这里每
次碰前均有一球
处于静止状态，
简化了方程求解

方程形式与第一
次碰撞完全相同



二、 质点系的动能定理

对每个质点
分别应用质
点动能定理:

外力总功 + 内力总功  =  系统总动能的增量

 
��

��
 �� + �� ⋅ ��� =

�
�

������
� −

�
�

������
�

 
��

��
 �� + �� ⋅ ��� =

�
�

������
� −

�
�

������
�

-- 内力

-- 外力

两个质点的系统

21 , ff


21 , ff


 
B1 B2

m1

A1

21 , FF
 1F

���

A2

1f


m2

���
21 , ff


质点系的
动能定理 �外力 + �内力 =  

�
������

� −  
�
������

�

Ø 内力功的和不一定为零 (各质点位移不一定相同)，内力虽不能改变系统动
量，但能改变系统动能。

Ø 内力的功 (“一对力”所做的功) :  等于其中一个质点受的力和该质点相对另
一质点的位移的点积，计算时可认为其中一个质点静止并以该质点所在位
置为原点，计算另一质点所受力做的功。



保守力的功及势能

保守力： 系统内力所做功只与物体的始末位置有关而与路径无关

保守内力作的功等于系统势能的减小 �AB = ��� − ��� =− ���

�� = mgh重力势能:
(�� �=� = �)

�� =
�
����弹性势能:

(�� x = 0 = �)

�� =−
�����

�万有引力势能:
(�� �→∞
= �)

�� =
�����

�
库仑力势能:
(�� �→∞
= �)

Ø  重力功：   　�AB = mgh� − mgh�
(�� = mg)

Ø  弹力功： �AB =
�
�

���
� −

�
�

���
�

(�� =− ��)

Ø  万有引力功：�AB = (−
�����

��
) − (−

�����

��
)

(��� =−
�����

���
��)

Ø  库仑力功： �AB =
�����

��
−

�����

��
(��� =

�����

���
��)



 机械能守恒定律

外力和非保守内力做的功
等于系统机械能的增量

质点系动能定理 �外 + �内 = ��� − ��� �内 = �内保 + �内非

�内保 = ��� − ���

�外 + �内非 =  ��� + ��� −  ��� + ��� 

� = �k + �p系统的机械能：

功能原理： �外 + �内非 = �� − ��

只有保守内力做功时
系统机械能守恒

机械能守恒定律: 当 �外 + �内非 = � 时，
�� = ��

保守内力作的功等于系统势能的减小 �AB = ��� − ��� =− ���



Ø  守恒定律的意义 
ü   守恒定律 (机械能、动量) 是关于变化过程的规律。

当满足一定条件下,  不必考虑过程的细节，而对系统的初、末状态
进行讨论。

ü  当守恒定律不成立时,  再考虑动量定理、动能定理、分析力的两个   
      积累效应。

� =  
�

�
� ⋅ �� = ��� − ���

ü  若研究物体瞬时状态,  用牛顿运动定律。

�� =   
��

��
� ⋅ �� = �� − ��

 
�

�� =
��
�� = �

��
�� = ��



【29决-8】**

系统机械能守恒： ��� =
�
���� +

�
����

支持力对 m 作的功  = −支持力对 M 作的功 =−
�
����

�� = ��
� + ��

�

水平方向动量守恒： �� = ���

�� + �
��

= ���� =
�� − ��

�
滑块 � 相对于斜面运动的速
度方向沿着斜面(牵连关系)：

滑块 � 和斜面�间压力(一对力)垂直于相对运动方向，其对系统做的总功为0

�
�

� − �

��

��

 ��

��

��

求解
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��

��

（2）地面参考系：3 物体组成系统，无外力作用，           

水平方向动量守恒: ���� = ��� + ��(����� + �)

u �（1）管道参考系：小球穿出时以速率 � 沿切线运动： � =
�

����

系统能量守恒:
�
�
(��)��

� =
�
�

���� +
�
�

⋅ ��(�����)� +
�
�

⋅ ��(����� + �)�
�, �

相遇时间: � =
�����

�
管道移动路程: � = ��



三、质点系角动量定理
�� = �� × (�� +  

�≠�

���) =
���

��

内力矩
 
�

 
�≠�

�� × ��� = �
 �� × ��� + �� × ��� = (�� − ��) × ��� = �

� =  
�

�� × �� =
�
��

( 
�

��) =
��
��

�� = �� × (�� +  
�≠�

���) =
���

��

由质点角动量定理
·

·
·

·
··

i

 j
ijf
 jif



jF


iF


· jp
ip

·

·O

ir


jr

� =
��
��

质点系角动量定律  
��

��
 � �� = �� − ��

质点系角动量守恒定律 � = �  
�

��� =  
�

���

如果对于某一固定点, 质点系中所有质点所受外力矩之和为零时，
则质点系各质点对该固定点的角动量的矢量和保持不变。



1.   质心的定义:    
      设质点系共有 N 个质点组成，各质点的质量分别为：m1,m2,…mi …mN ，

四、 质心、质心运动定理、质心系

质心位矢与坐标系选取有关。质心
相对于各质点的相对位置是不会随
坐标系的选择而变化。

m2

m1
m i

 z
x

y

O

1r


ir


2r


c
cr


m

rm

m

rm
r

N

i
ii

N

i
i

N

i
ii

c










  1

1

1


质心

矢径:

Ni rrrr  21 ,建立坐标系 O-xyz，各质点矢径分别为：

同理可写出 y 和 z 分量
m

xm
x

N

i
ii

c


 1分量

形式：

质量连续分布的物体 (分为 N 个小质元)

�� =
 �����

�
=

 ���
�



33
2121 xx

m
mxmx

xc






33
11 y

m
my

yc 

例：任意三角形的每个顶点有一质点 m，求质心。

x

y

o

（x1，y1）

x2

R

y

x

C·
o

=
 �

� ����� ⋅
�
� ��

�

例:  求均匀半圆铁环的质心（半径为R）.


d

由对称性:   xC=0 , 

取  处 d 对应的圆弧质元:

dm
�� =

 �dm
�

dm =
�
�� ∙ ��� =

�
� ��

�� =
 �dm

�
=

�
�� 质心位置为质点系中各质点

位置带质量权重的平均值。



2.   质心运动定理                

质点系
的动量

� =  
�=�

�

���� =  
�=�

�
�����

�� =
� ����

��
=

�(���)
��

= �
���

��
= ���

质点系的动量等于它的总质量与质心速度的乘积。

= ���=
�
�� (���)

�� =
 ����

�

� =
��
��

质点系动量定理

质心运动定理 � = ���
质点系所受合外力等于其总质量与
质心加速度的乘积

Ø  质点系的运动可看成是把质量和力都集中在质心的一个质点的运动 (随质心的平动)。
Ø  用质心概念来描述质点系动量定理：合外力的冲量等于质心动量的增量。

Ø  用质心概念来描述质点系动量守恒定律：当合外力为零时，质心的速度不变。

Ø  质心运动定理适用于惯性参照系。



解：由动量守恒定律 ��� + ��� = (� + �)�

例：水平桌面两小球 m 和 M，分别以速度     和     匀速运动，某一时刻它们相
碰并合为一体，求它们碰后的速度，并说明它们相对于质心是怎么运动的。

�� ��

M

m

1v

2v
v

� =
��� + ���

� + �
两小球组成的系统，合外力为零，质心速度不变。

= ��

�′
� = �� − �� =

�(�� − ��)
� + �

�′
� = �� − �c =

�(�� − ��)
� + �

c

大小相等，
方向相反

两小球碰前相对
于质心的速度：

             惯性参照系：质心作匀速直线运动；
             质 心 系：      碰前两物体做彼此靠近的相向匀速直线运动，
                                     碰后反弹的速率等于碰前的靠近速率。

两体
弹性
碰撞



x
y

z
mi

m1

m2

3.  质心参考系 

 
�=�

�

����′ =  
�=�

�

��(�� − ��)

质心参考系：以质心为坐标原点随质心平动的坐标系。

�′
�   = �� − ��质心系中各质点的速度

零动量参考系：质心系可能不是惯性系，在质心系中系统总动量为零，
                            不管外力是否为零，动量守恒定律始终适用。

z'

x'
y'

�′
�   = �� − ��

C
��

�′
�

ir


�� =
 ����

�

= �

 
�=�

�

���′
� = �求导得：

质心系中各质点的位置矢量



4.  质心参考系中的角动量及角动量定理
� =  

�

�� × ��=  
�

���� × �� mi
��

O

�� ��

ir 
C

�′
�

��

对惯性系中一点的角动量

=  
�

��(�� + �′
�) × (�� + �′

�)

�� = �� + �′
�

�� = �� + �′
�

� = �� × � +��
质点系对惯性系中
固定点的角动量：

= �� × (���) + �� ×  ���′
� + ( ���′

� ) × �� +  ���′
�

× �′
�

� =
��
��

惯性系角
动量定律

相对惯性系中
的任意固定点

� = 0 = 0 �� =  
�

�′
�

轨道角动量 自转角动量

�� =
���

��
质点系对质心
的角动量定理

只相对于质心系
中的质心成立

� =
��
�� = ���

惯性系中质心运
动定理

随质心的平动 + 绕质心的转动



质点系动能的质心表示方法：

�� =  
�
�����

�

=
�
� m��

� + �� ⋅  ���′
� +  

�
����′��

轨道动能 = 0 内动能

柯尼希定理：质点系相对于某一惯性系的总动能等于                  
                    该质点系的轨道动能和内动能之和。

=  
�
�
���� ∙ �� =  

�
�
��(�� + �′�) ∙ (�� + �′�)

4.  质心参考系中的动能 �� = �� + �′
�

�� = �� + �′
�



� = �
��c

�t

�c =
 �� ��

�

� =  �� ��      =  ��c         +  �� �′
�

�
=  �� × ����  

= �c × ��c +  ���′
�

× �′
�

�� =  
�
�
����

�

��� = ��

�dt = d�

A总 = Ek    =   
�
�

���
�    +   

�
�

���′�� A总C = Eint

���� = ��c

 �� �′
� = �

�� = �c + �′
�

�� = �c + �′
�

质心系：

�� + �� + (−����) =
d�′�
dt

�� + �� =
d��

dt

质点系问题
� =

��
�t = �

��
�t

随质心平动  +  绕质心转动 物体运动图像



五、刚体定轴转动
刚体绕惯性系中一定轴以角速度  做定轴转动时，刚体同时也绕固定
在刚体上且与此定轴平行的任意轴以相同的角速度  转动。

�� = �����

 转轴 O

ω  轴 A

B

Ar Av

Br
Bv Av

�� = �����

B 相对于 A 的速度 ��� = �� − ��

 ��� = (���)� + (���)� − �����������

= � ��
� + ��

� − ��������� = � ��� 

方向：垂直于 ���

B 相对于 A 轴做角速度为  的圆周运动。

���

���





刚体上任意点都在通过该点并与转轴垂直的平面内作圆周运动，其 、
、 相同，刚体定轴转动的自由度数：１个 (位置角 )

� = �� + α t

� − �� = ω t +
�
� α t�

�� − ��
� = ��(� − ��)

 O

�
P

×

ω,α

�⊥

�

定轴

刚体



参
考
方
向

θ

z

1.  刚体定轴转动的运动学

� =
��
�� � =

��
�� =

���
���

角量：

� = �⊥� �� = �⊥��

�� =
��
��

= �⊥�

线量：

对匀加速转动，
 = 常数



 O

定轴 z
ω

�� = (�� × ���)� +      (���′
� × �′

�)� ω

θ

C

cr


cv
cL


d

= ���������  +

= ��⊥����⊥     +

= (��� +  ����′
�⊥
� ) ⋅ �

�� = ( �� × �����)� = （ �����⊥
� ) ⋅ �

= （��� + ��) ⋅ �

= � ⋅ �

 �′
���� �′

�����

 �′
�⊥�����′

�⊥ 

� =  �� × ����  

= �� × ��� +  ���′
� × �′

�

� =
��
��

质点系角
动量定理

mi

ir 


�� = (�� × �)� = (�� × �⊥)�

= (�� × ��)� = ��⊥��

O


��

��∥

�⊥
��

��

�

= (�� × (�∥ + �⊥))�

= (�� × (�� + ��))�

�� = �
��
�� = ��

刚体的
定轴转动定律

2. 刚体定轴转动定律

� = �� + ���平行轴
定理

转动
惯量

� =  �����
�

刚体所受对某固定转轴的
合外力矩等于刚体对该轴
的转动惯量与其转动角加
速度的乘积。



常见刚体的转动惯量



冲量矩 ��dt = dL� 

3.  刚体定轴转动的角动量定理 (刚体转动中力矩的时间积累效果)

�� =
dL�

�� = �
��
��

L� = �� = ( �� ×�����)� 
��

��
��dt = ��� − ��� 

刚体定轴转动的角动量守恒定律
若一质点系所受的对某一固定轴的合外力矩为零，则它对于此固定轴
的角动量保持不变。

若 �� = �， 则　L�� = L��　　���� = ���� 

Ø 用于求解刚体与质点或物体的碰撞问题。



A外 + A内 =  Ek4.  刚体的定轴转动动能定理

 O

定轴 z

ω
ω

C

��

d

mi
=

�
�

�ω���⊥
� +  

�
�

������′
�⊥
�

=
�
�
（��� +  ����′

�⊥
� ) ⋅ ��

=
�
�
（��� + ��) ⋅ �� =

�
�

�ω�

对于刚体，内力的功为零

�外 =
�
� �ω�

� −
�
� �ω�

�刚体定轴转动
的动能定理

�外 =  
��

��

M ∙ �θ

外力的功 dA = � ⋅ d� = �t d� = �t�dθ  = M ∙ dθ

�� =  
�
�
����

� =
�
�

���
�  +  

�
�

���′��转动动能

合外力矩对绕固定轴转动的刚体
做的功等于其转动动能的增量。                 



Ø  刚体的重力势能：刚体各质元重力势能的总和

�� =  
�

��� � ⋅ ��

×C

h
c

h
i

miΔ

Ep=0
= ��

 �����

�
= ����

对于包括刚体在内的体系，若只有保守内力作功则系统机械能守恒。

若 �外 + �非保守内力 = � 则  �� + �� = �����.

5.  刚体定轴转动的机械能守恒定律

刚体的重力势能等于其质量集中在质心时所具有的重力势能

Ø 机械能守恒定律





例：均匀直杆 M ，长为 l，其一端挂在一个水平光滑轴上而静止在竖直位置。
一子弹质量为 m，以水平速度 v0 射入杆下端而不复出。求子弹和杆一起 运
动时的角速度。

解:  考虑以子弹和杆组成的系统，所受外力 (重力和轴对杆
的作用力) 对转轴的力矩为零，系统角动量守恒:

 ����  = ��� +
�
�����

m

M   l

��
� = ��

�

 ����  = (��� +
�
����)�或

因为水平方向轴对杆存在作用力，所以动量不守恒。



过程中只有重力作功，系统机械能守恒。 

例：长为 �、质量为 � 的均匀细杆能绕 O 轴无摩擦地转动，OC = �
�
 ，初始时

杆水平且静止。求杆下摆�角后，杆转动的角速度 � 及转轴对杆的作用力 �。

设初始位置势能为 0，则 �
� ���� − ��

�
� ���� = �

�� = �� + ��� =
�
��

��� + �(
�
�
)� =

�
��

���由平行轴定理
� = �

������
��

应用质心
运动定理：

法向  �:   �� − ������ = ����

切向 �:   �� + ������ = ����

��� = �� �
�

=
�
�

����� ��� =
�
�

�

�� =
��
�

������ �� =−
�
�

������

=
�
�

⋅
�
� ⋅ ������

��
=

�������
�



l, 
m

v0 m

例：一光滑水平面上静放一长为 l，质量为 m 的细直杆，今有一质量也为 m 的
质点，在与杆垂直的方向上以 v0 运动，并在杆的一端和杆发生完全非弹性碰撞
，求(1) 碰后质心的速度和转动的角速度；(2) 碰撞过程中损失多少机械能。

解 (1) 碰前后动量守恒: ��� = ����

碰前、后角动量守恒 (对质心或对惯性系中任意固定点）

�� =
�
�
��

� =
�
��

��� + �(
�
�
)� + �(

�
�
)�

ω

���
�
� = �ωØ 对质心：

Ø 对碰前杆的上端点所在位置： ���� = ����
�
� � + �ω

(2)  碰前后损失机械能为：
�
����

� − (
�
�����

� +
�
� �ω�)

cv



动势

【 38预-12 】 *

��
�
�

�����° = ��
�
�

�����° +
�
�

���
� +

�
�

�ω�(1) 只有重力做功，机械能守恒：

杆下滑的牵连条件： �� = �
�
�

� =
�
��

��� ��

证明： A、B点运动 = 随质心平动 + 绕质心转动

B
����

A


��� = ω
�
�

����由��� = �，有

��� = ω
�
�

����由��� = �，有

ω
�
�ω

�
�

�� = ���
� + ���

� = �
�
�

���� =
���

���
= ����

(2)  由上可知 �� 与 x 轴夹角为�，即下滑到与竖直导轨成��°时， �� 与其成 3�°角

C ���

���



ca



例 ： 半径为 R 质量为 m 的均匀实心圆柱体，沿倾角为  的斜面
无滑动滚下，求圆柱体的受力大小及质心的加速度。

解:   随质心平动： mg���� −f = ma�

�� = Rα

��, �

mg

f

N

绕质心转动： fR = ���

Ø 刚体的纯滚动可以看做是绕瞬时轴(过接触点)的转动，如果支撑面是固定在
惯性系上的，也可以对瞬时轴应用转动定律。

Ø 纯滚动中刚体与支撑面接触处的速度为零，作用于刚体的为静摩擦力，不
做功，机械能守恒。滚动动能为：

�� =
�
� m��

� +
�
� ���

纯滚动牵连条件： �� = �R
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� = ���� − �  动量定理 (随质心平动)：

角动量定理 (绕质心转动) ：�
�
� =

�
������ − �

��� =
�
�

�� =
��

���

与桌面接触点 B 的速度为： �� = �� − �� =−
�

��
方向与球运动方向相反，
球运动中受到向前摩擦力：

� = ���

质心运动定律 (随质心平动)： ��� = ��c �c = �� �ct =
�
� + ���

转动定理 (绕质心转动)： −���� =
�
�

���� � =−
���
�� �t =

��
��� −

���
�� �

当�ct = �t� 时，母球开始做纯滚动，即
�
� + ��� =  

��
��� −

���
�� � � � =

�
�����

此时母球球心的运动速度为 �c =
�
� + �� ∙

�
����� =

���
���

滚动
过程

击打
过程

(1)                �
�

� = �∆�



(2)  开始纯滚动后，母球与桌面无相对滑动，由于
球不受其他外力，接触点处静摩擦力为 0，球匀速
滚动，质心平动速度和绕质心转动角速度分别为：

�c =
���
��� � =

���
����

�′ 时刻 B 点与球心连线绕球心转过的角度为： �′ = ��′ =
���

�����′

B 点位置： ��
′ = �′ − �����′ =

���
���

�′ − ����
����′
����

以 0 时刻球心位置为坐标原点，向前方向为 �′ 轴，
竖直向上为 �′ 轴，�′ 时刻球心的位置为：

�′ = �c�′ =
���
����′ �′ = �

��
′ =− �����′ =− ����

����′
����

B 点速度： ���
′ =

���
′

��′
=

���
���

(� − ���
����′

����
) ���

′ =
���

′

��′
=

���
���

���
����′
����

��
′ = ���

′  � + ���
′  �

B 点加速度：���
′ =

���
′

��′
= (

���
���

)�
�
�

���
����′

����
���

′ =
���

′

��′
= (

���
���

)�
�
�

���
����′
����

��
′ = ���

′  � + ���
′  �



【 40复-3 】 * *
楔块参考系：球沿斜面滚下，轨迹确定，引入惯性力，列出
球的平动和转动方程(惯性力通过球心，不影响转动定理的
形式)，再考虑惯性系下系统动量守恒，进行求解。

�� ��

����

��

��

�� = �� � =
�
�

���� =
�
�

���

两边对时间求导，得： �(������ − ��)  = ���

�� =
�
�����������

� + � + �
�������

�� =
�
� (� + �)�����

� + � − �
�������

(1) 楔块系：球的平动： ��� = ������� + ������ − �

转动： �� = ��

地面系：体系水平方向动量守恒： �(������ − ��)  = ���

惯性系下系统动量守恒：考虑相对运动用楔块系中的运动
参量表示出。（这类下滑问题中必用！）



�� ����
��

(2)� < ��, 又滑又滚，重新列方程 (注意不能用上面结果)：

楔块系，转动方程： ���� =
�
�

����

方法1：地面系，楔块和球组成系统竖直方向质心运动定理

(� + �)� − � = (� + �)
�(������ − �) + � ∙ �

� + �

�

��� =
� + �

��

� + � − �
�������

(� + �)�

�

��
��

�
方法2(隔离物体法)：楔块竖直方向受力平衡： � = �� + ����� + ������

�� =
�
�����������

� + � + �
�������

�� =
�
� (� + �)�����

� + � − �
�������

� =
�
�

���

球垂直于斜面方向(楔块系)受：力平衡 �� + ������� = ������

�� =
� + �

��

� + � − �
�������

������
最小摩擦系数：�� =

�
��

=

�
�

���

��
=

�(� + �）

�� + ��
����

�(������ − ��)  = ���地面系，水平方向动量守恒：

楔块系，球的平动： ��� = ������� + ������ − ���

�� + ������� = ������

�
接触点 P 相对
于楔块速度为：

�� = �� − ��
      = ���� − ����

�� ��

��

��
��� �

�
�

又滑又滚时，小球的平动和转动完全
无关，不能联立求解，小球的平动只
能通过平动方程和动量守恒进行求解
，结果更具普遍性
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第1次碰撞前：��� =− �

��� = ����� ∙ � = ������

�� = ����� �� =− �����
�� = � − ����� ∙ ��� = ����� ∙ �

� =
��

�����
两次碰撞球
运动时间：

x方向动量定理： − �∆� = ��′�� − �������

转动定理： ��∆� = ��′� − �

撞前运动过程只受重力： �� = �

动能守恒：
�
��(������)� =

�
��(�′

��)� +
�
� �(�′�)�

(�′
��)� − (������)� =−

�
�
��(�′�)�

�′
�� − ������ =−

�
�

��′�

�′
�� =

�
�

����� �′� =
��
��

�����

(2) 第1次碰撞过程

� =
�
�

���
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平动 + 转动
的弹性碰撞:

利用同一力(这里是摩擦力)的力冲量和力矩冲量联立列方程，
注意需要判断每次碰撞时球与板接触点处摩擦力的方向

竖直方向：应用动量定理和能量守恒定律；
水平方向(受静摩擦力)：动量定理、角动量定理和能量守恒定律。



N
fy 方向: − �∆� = ���� − ����

��∆� = ���� − ����
�
�

����
� +

�
�

����
� =

�
�

����
� +

�
�

����
�

�(��� − ���) =−
�
�
(��� − ���)

�
�

����
� =

�
�

����
�

�(��� + ���)(��� − ���) =− �(��� + ���)(��� − ���)

��� + ��� = (��� + ���)�

(2) 第2次碰撞：

f N
��� =− ���

� =
�
�

���

��� =− ���

y 方向同理：

 无论���正负，球与下板接触点的速度向右，摩擦力 f 方向向左

��� > �

(1) 第1次碰撞： ���  − ���� > �∵ ��� <
���

�

 球上与上板接触点的速度 ��� + ���� > �，方向向右， 摩擦力 f 方向向左

��� − ��� =
�
� (��� − ���)�

��� + ��� =− (��� + ���)�
��� =−

��
�

���

�
−

�
�

���

��� =
�
�

��� −
�
�

����

��� =
��
�

���

�
−

�
�

���

��� =
�
�

��� +
�
�

����

− �∆� = ���� − ����x 方向:

− ��∆�
= ���� − ����

− �∆� = ���� − ����

�
�����

� +
�
� ����

� =
�
�����

� +
�
� ����

�

x 
方
向



依次代入前面结果
可得具体表达式

(3) 第3次碰撞：

N
f

�(��� − ���) =−
�
�
(��� − ���)

�(��� + ���)(��� − ���) =− �(��� + ���)(��� − ���)

��� + ��� = �(��� + ���)

y 方向同理: ��� =− ��� = ���

� =
�
�

���

 碰撞时球上与下板接触点的速度方向沿 x 负向，摩擦力 f 沿 x 正向

��� + ���� =− (��� + ����) < �
∵  ��� + ��� =− (��� + ���)�

− ��∆� = ���� − ����
�
�

����
� +

�
�

����
� =

�
�

����
� +

�
�

����
�

 �∆� = ���� − ����x 方向:

��� =
��
�

���

�
−

�
�

���

��� =
�
�

��� +
�
�

����

列方程及结果讨论时注意：
1.    力和力矩的符号按照其方向是否与坐标轴正向一致用正号或负号来表示。
2.  动量和角动量的方向则含在��和 ��的符号中，所得结果如果大于 0，
       则其方向与相应坐标轴的正向相同，反之则反。




